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Существование, Единственность и Гладкость Решения Задачи Навье-Стокса для Несжимаемой Жидкости с Вязкостью 
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Аннотация. Доказательство существования, единственности и гладкости (или условной гладкости) решения уравнений Навье-Стокса стало важнейшей математической проблемой тысячелетия: "Navier-Stokes Millennium Problem". Проблема ограничена изучением уравнений Навье-Стокса для вязкой несжимаемой жидкости. В данной работе разработаны методы построения аналитически гладких решений нестационарной задачи Навье-Стокса, представляющей собой указанную проблему тысячелетия [1].
Ключевые слова: шестая проблема тысячелетия, уравнения Навье-Стокса и Эйлера, критическое число Рейнольдса, критерий Билла-Като-Мажда 

   Предисловие 

Исследование посвящено разработке методов решения 3D и nD уравнений Навье-Стокса, описывающих течение вязкой несжимаемой жидкости и включающее требования "Navier-Stokes Millennium Problem", так как разработанные методы решения содержат доказательство существования и гладкости (условной гладкости) решения уравнений Навье-Стокса, где ламинарное течение отделено от турбулентного течения, когда критическое число Рейнольдса Re = 2300. Решение получено для скорости и давления в аналитическом виде, как того требует Математический Институт Клея в постановке "Navier-Stokes Millennium Problem" [1]. Методы решения подкреплены примерами для различных интервалов вязкости, отвечающих прикладным задачам. 

 В параграфах 4.3, 4.4, 5, 6 и 7.3 найден новый закон распределения давления. Этот закон получен из уравнения пуассоновского типа и отличается от известных законов Бернулли, Дарси и др. Автор впервые применил специальные пространства для исследования существования и гладкости (в том числе, условной гладкости) уравнений Навье-Стокса для вязкой несжимаемой жидкости. В дальнейшем эти пространства можно назвать пространствами Омурова: 

  а) одно из них в случае гладкости – это пространство с нормами типа Чебышева,  
б) другие имеют место в случае условной гладкости, например: 
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 это весовое пространство с топологией типа Соболева. 
Академик К. Жумалиев, директор Института физики НАН КР
1 августа 2014 г.
1. Введение 

Трудность решения 3D и nD уравнений Навье-Стокса обусловлена их нелинейностью и необходимостью найти скорость и давление в зависимости от любых значений параметра вязкости [1].     
Обозначим компоненты векторов скорости и внешней силы, как
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тогда соответствующая задача Навье-Стокса представима ​​в виде
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где 
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 – кинематическая вязкость, ( – плотность, ( – оператор Лапласа. Условие несжимаемости жидкости (1.2) является дополнительным уравнением задачи (1.1) – (1.3), а скорость ( и давление P – это неизвестные величины, подлежащие определению. 
   Для решения поставленной задачи (1.1) – (1.3) предлагается трансформировать уравнения Навье-Стокса следующим образом. Преобразуем (1.1) к виду [7, 10]:
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где
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не нарушая, тем самым, эквивалентность системы (1.1) и (1.4), (1.5). Полученные системы (1.4), (1.5) содержат неизвестные функции 
[image: image12.wmf]i

u

, 
[image: image13.wmf]i

,(i1,2,3)

q

=

 и давление P. Здесь 
[image: image14.wmf]0

i

,(i1,2,3)

q

=

 – известные функции, так как известны 
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Предлагаемый метод решения систем (1.4) и (1.5) связан с функциями 
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, а именно:
A1) 
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 произвольные функции, если, соответственно выполняются как необходимые условия:
а01) 
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 произвольные функции.
Известно, что решение многих проблем теоретической и математической физики требует применения специальных весовых пространств. В работах [7, 9] впервые предложен метод решения задачи Навье-Стокса в пространстве 
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Как альтернатива, в работе [8] на основании леммы К. Фридрихса [15] был построен класс подходящих решений в 
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   Цель работы. Основная цель настоящей работы – это доказательство существования, единственности и гладкости (или условной гладкости) решения задачи Навье-Стокса для несжимаемой жидкости с вязкостью. В случае гладкости решения результаты исследований получены в пространстве 
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но в случае условной гладкости – в пространстве 
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   Так как 
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, то ограниченность решения задачи Навье-Стокса (1.1) – (1.3) можно доказать, как и в [8], в 
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 весовом пространстве типа Соболева. 
   Известно, что из равномерной сходимости последовательности непрерывных функций на  [a, b] следует сходимость в среднем на [a, b]. Поэтому, поскольку норма: 
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, то из сходимости последовательности 
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 вытекает ее сходимость в 
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, причем к тому же самому элементу. Таким образом, если решение задачи (1.1) ограничено в пространстве 
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, то следует ограниченность в пространстве 
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, обратное неверно. 

 Научная ценность. Разработанные методы без привлечения дополнительных условий преобразуют задачу Навье-Стокса в неоднородные линейные уравнения типа теплопроводности с условием Коши, которые обладают теми же свойствами, что и решение задачи Коши для уравнений Навье-Стокса. В полученных уравнениях аналитическое решение регулярно в отношении фактора вязкости, что во многом упрощает анализ в математическом и физическом смысле [6, 11, 12]. 

 Важным дополнением к решению явилось исследование жидкости с очень малой вязкостью, когда Re ≥ 2300. Оказалось, что и в этом случае разработанные методы дают аналитическое решение задачи Навье-Стокса для несжимаемой жидкости, чем позволяют достичь полного понимания физики турбулентности [4, 12].  

 Кроме того, в работе исследованы течения со средним размером вязкости при сохранении всех инерционных членов. Отметим, что в медленных течениях или в течениях со средней величиной вязкости, когда конвективное ускорение не равно нулю, возникали проблемы интегрирования уравнений Навье-Стокса в общем виде [12]. Поэтому полученные результаты работы отражают применимость метода к задаче Навье-Стокса со всевозможными значениями вязкости, а также, когда вязкость выступает в роли параметра, а потому доказывают значимость разработанных методов. 
Далее, на основе разработанных методов аналогичные результаты получены и относительно задачи Навье-Стокса для несжимаемой жидкости с вязкостью, когда 
[image: image42.wmf][]

nn

0

vR,(xR;t0,T)

ÎÎÎ

.  

Вопросы физики и приложений уравнений Навье-Стокса здесь не рассматриваются, с ними можно ознакомиться в [3, 4, 6, 11, 12].

   2. Жидкость с Очень Малой Вязкостью с Условием (A1)
   В этом параграфе при определенных ограничениях на входные данные будет дано строгое обоснование однозначной совместимости системы (1.4) – (1.5) для очень малой вязкости 
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. В предельном случае весьма малых сил трения, т.е. для больших чисел Рейнольдса, решение уравнений Навье-Стокса обладают таким свойством, что все поле потока можно разделить на две области [12], где существует тонкий слой, в котором проявляет себя трение. Во внешней области поток не зависит от сил трения, свободен от вращения частиц, а потому описывается уравнениями Эйлера. Поэтому в этом параграфе изучается поведение решения уравнений Навье-Стокса, когда вязкость стремится к нулю.
   2.1. Жидкость с условием (A1)

Пусть функции 
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 удовлетворяют условию (a01). Тогда относительно 
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, предполагая условие (A1) и
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из системы (1.4) – (1.5), соответственно, получим следующие системы
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.2), (1.3), (A1) и (2.1). Тогда системы (2.2) и (2.3) эквивалентно преобразуются к виду
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В таком случае задача (1.1) – (1.3) имеет единственное решение, удовлетворяющее условию (1.2). 

 Доказательство.  Доказательство теоремы 1 состоит из четырех этапов.
1) Из системы (2.2) выведем следующий алгоритм [8]. На первом шаге считаем, что первое уравнение (2.2, i = 1) дифференцируемо по 
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              (2.5)                         
получим уравнение Пуассона [13]  
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так как
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Алгоритм вывода уравнения Пуассона (2.6) назовем "алгоритмом пуассонизации системы", далее, для краткости АПС. Поэтому, если 
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имеем

[image: image59.wmf]  

ii

itii

3

i123ixix0123

i1

,(i1,3),

(x,x,x,t)fJ,(i1,3),FJ0,(x,x,x,t)T,

uFmDu

FFD

=

ì

=+=

ï

í

º-=º+="Î

ï

î

å

             (2.9)

т.е. система (2.2) эквивалентна (2.9). Это означает, что уравнение (2.2) преобразовано в линейное неоднородное уравнение теплопроводности, где уравнения (2.6) и (2.9) – это соответственно первое и второе уравнения системы (2.4). 

   2) Из полученных результатов следует, что система (1.1) трансформируется в систему линейных уравнений теплопроводности с условием Коши. Значит, задача Коши с достаточно гладкими начальными данными при t = 0 разрешима в классе ограниченных функций [13, 14], поэтому задача Навье-Стокса имеет единственное условно-гладкое решение [8] в 
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   Действительно, из системы (2.9) следует

[image: image61.wmf]expexp

exp

exp

33

3

3

t

22

ii0123123

3

33

0

RR

222

i123123123i0112233

3

R

t

2

12312

3

0

R

1r1r1

()(s,s,s)dsdsds()

4t4(ts)

8(t)

8((ts))

1

(s,s,s,s)dsdsdsds(())(x2t,x2t,x2

1

t)ddd((

uu

mm

pm

pm

Ftttutmtmt

p

mttttt

p

=-+-´

-

-

´=-+++++´

´+-+

òòò

ò

òò

;

22

3i11223

3123i123iiiiii

))(x2(ts),x2(ts),x

2(ts)s)ddddsH(x,x,x,t),(sx2t;sx2(ts);i1,

3),

tFtmtm

tmttttmtm

++-+-+

+-º-=-=-=

(2.10)
где Hi – известные функции. Найденное решение (2.10) удовлетворяет системе (2.9). 
Для этого, с учетом частных производных системы (2.10):   
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а, затем, подставляя (2.11) в (2.10), имеем 
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  (*)

где правая часть формулы (*) интегрирована по частям, что и требовалось доказать.  

Далее покажем, что решение (2.10) удовлетворяет (1.2). Для этого, учитывая частные производные первого порядка и суммируя эти производные с учетом (1.2), имеем
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Значит, система (2.10) удовлетворяет уравнению (1.2).

Доказательство ограниченности решений в 
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 предполагает, чтобы решение системы (1.1) было дано в форме (2.10) с условиями (1.2), (1.3), (A1), (2.1) и
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  (2.12)

Действительно, оценивая (2.10) в 
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Единственность решения 
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 системы (2.10) очевидна из метода от противного [13]. В самом деле, предполагая 
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 и допуская, что эти решения удовлетворяют системе (2.10), с условием (1.3), получим противоречие 
[image: image74.wmf]ii

0

uu

-=

%

, поэтому система (2.10) имеет единственное решение. 

Из результатов (2.10) при условиях (A1), (2.1) следует, что гладкость функций налагается только по 
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, так как производная первого порядка по времени определяется для 
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Замечание 1. Помимо всего, альтернативно можем рассмотреть, например, класс подходящих решений, построенных в 
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 Если решение системы (1.1), представлено в виде (2.10) с условиями (1.2), (1.3), (A1), (2.12) и 
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   (2.13)

то решение (2.10) задачи Навье-Стокса (1.1) – (1.3) принадлежит 
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  Действительно, на основе (2.10), проведя оценки в 
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Отметим, что в работе [8] аналогичные результаты в случае (2.10) получены и в весовом пространстве 
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3) Суть данного подпункта в определении решения (2.9) в 
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 Для этого, задачу (2.9), (1.3) можно решить иначе, если выполняются условия:  
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       (2.12)*
Тогда компоненты скорости 
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 определяются по правилу
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Поэтому система (2.9) преобразуется к виду
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Здесь 
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i

Z

-

 новые неизвестные функции, которые определяют решение задачи Навье-Стокса 
на основе (2.14) в следующем виде
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где 
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H

– известные функции, а потому найденное решение (2.16) удовлетворяет систему (2.15). 

Вычислив частные производные системы (2.16)   
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  (2.17)  
и подставляя (2.17) в (2.15), имеем (см. (*)):
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А это именно то, что и требовалось доказать. 


Значит, на основании (2.14) и (2.16) получим
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Доказательство ограниченности функций 
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 когда решение системы (1.1) представляется в форме (2.19) с условиями (1.2), (1.3), (A1), (2.1) и (2.12)*, проводится на основе результатов теоремы 1. Поскольку функции 
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 являются решениями системы (2.19), то, вычисляя частные производные до требуемого порядка и оценивая в смысле нормы 
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 Единственность очевидна, так как на основе метода от противного из (2.16) следует единственность решения данной системы. Тогда, с учетом (2.19) получим единственность решения системы (2.2) в 
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4) Возвращаясь к доказательству теоремы 1, теперь, с учетом (2.3), (2.19) и их частных производных по 
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Здесь 
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 – известные функции. Поэтому, дифференцируя первое уравнение в системе [(2.21), 
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причем, заметьте
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Уравнение (2.22) – есть третье уравнение системы (2.4), поэтому из полученных результатов с учетом (2.6) следует
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т.е. полученное выражение (2.23) – это четвертое уравнение системы (2.4).  

   Формула (2.23) может быть преобразована в эквивалентную форму
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которая является уравнением типа Бернулли [12]. Поскольку функция 
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удовлетворяет следующему уравнению
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то функция 
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 является потенциалом Ньютона, который стремится к нулю на бесконечности, как следует из, где 
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 плотность потенциала [13].    
Из полученных результатов следует, что функции 
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 однозначно определяются из систем (2.19), (2.22), (2.23) и являются гладкими по совокупности переменных до требуемого порядка, т.е. система (2.4) имеет единственное гладкое решение. Теорема 1 доказана. ■ 

 Как следствие теоремы 1, получим следующие утверждения. 

Теорема 2. В условиях теоремы 1 и (2.10), (2.12) задача Навье-Стокса (1.1) – (1.3), (A1) имеет единственное условно-гладкое решение в 
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Утверждение 1. В условиях (1.2), (1.3), (А1) и (2.12), (2.13) задача Навье-Стокса имеет единственное решение в 
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 Теорема 2*. Задача (1.1) – (1.3), (A1) при выполнении условий теоремы 1 и (2.12)*, (2.20) разрешима в 
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 Сутью исследований данного пункта являются результаты теоремы 2*, в которых решение системы (1.1) рассматривается как строгое решение задачи (1.1) – (1.3), (А1) в 
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 Очевидно, малые изменения 
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 незначительно влияют на решение (2.19), значит, решение непрерывно зависит от этих данных. Поэтому вопрос о корректной постановке задачи (1.1) – (1.3), (A1) решается, исходя из результатов теоремы 2*.
 2.2. Неравенство Билла-Като-Мажда  
Критерий регулярности Билла-Като-Мажда первоначально получен для решений 3D уравнений Эйлера [2], однако имеет место для решений 3D уравнений Навье-Стокса [5], поскольку вправе рассматриваться как принцип продолжения для сильных решений. Дальнейшее обобщение было дано в [8], где условие регулярности интегралов относительно параметра вязкости выражено в терминах времени интегрируемости. С другой стороны, поскольку известны неравенства для априорных оценок в зависимости от пространств, то для доказательства этого критерия достаточно соблюсти, например, следующее неравенство [5]:
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   На основании результатов теоремы 1 решение систем (1.1) представимо ​​в виде (2.19), где глобальное существование решений принимается в классе 
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 с точки зрения исходных данных, удовлетворяющих (2.19). Отрадно, что результаты теоремы 2* приводят к глобальным классическим решениям уравнений Навье-Стокса, поскольку известно, что классическое решение приемлемо [5], если критерий Билла-Като-Мажда выполнен.

   Действительно, при выполнении условий теоремы 2* имеем  
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Тогда получим оценку 


[image: image129.wmf]rot  suprot  const   

3

0

1230ii0

T

i1

0:(x,x,x,t)M,((hh)M).

nn

=

¹£<¥+==<¥

å

                                                 
Как следствие, имеем (см. (2.24)):
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Значит, выведенная нами оценка является оценкой типа Билла-Като-Мажда [5]. 

   2.3. Оценка близости решений уравнений Навье-Стокса и Эйлера 
I. Несжимаемые потоки без трения. Для несжимаемых течений без трения [2, 6, 12], когда 
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, уравнения Навье-Стокса упрощаются, поскольку нет члена 
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 Поэтому задача (1.1) – (1.3) приводится к виду 
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Система (2.25) с условиями (2.26), (2.27) имеет строгое решение с сохранением всех конвективных членов при выполнении условия Стокса [12]. Так как для несжимаемых течений без трения вектор скорости представляется, как градиент потенциала 
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, но этот потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа, то для потенциальных течений зависящий от вязкости член уравнения (1.1) тождественно исчезает. При этом система (2.25) имеет гладкое единственное решение в 
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 (см. также [9], с.147-151)
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             (2.28)

где рассматриваемые функции являются гармоническими функциями. 

Указанный метод теоремы 2* может быть использован, в частности, для решения задачи (2.25) – (2.27) в качестве тестового примера. Действительно, на основе АПС из системы (2.25) следует 
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причем
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Так как 
[image: image141.wmf]J

 – решение уравнения (2.29), то с учетом 
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из (2.25) получим
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Отсюда, на основании (2.26) следует
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Тогда из (2.29) и (2.30) имеем
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т.е. получаем уравнение типа Бернулли, которое аналогично (2.23)*.
Поскольку из полученных результатов система (2.32) удовлетворяет условию (2.27), то 
найденные решения 
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 удовлетворяют уравнению Лапласа, а, значит, представимы гармоническими функциями, что и требовалось показать. 

II. Известно, что предельный переход к очень малой вязкости должен быть выполнен не в уравнениях Навье-Стокса, а в решении этих уравнений путем приближения коэффициента вязкости к нулю [12]. В нашем случае решение системы (1.1) представляется в форме (2.19) с соблюдением условий теоремы 2*, поэтому для оценки близости решений (2.19) и (2.32) в смысле 
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(2.34)
Лемма 1. Если выполнены условия теоремы 2* и (2.34), то допустимая погрешность оценки между решениями систем (2.19), (2.32) будет порядка 
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 Доказательство. Чтобы доказать близость решений (2.19) и (2.32) в 
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. 
Действительно, оценивая разности системы (2.19) и (2.32), получим  


[image: image157.wmf]exp

exp

]

3

3

t

222

iii0i0123i11223

3

0

R

t

222

3i123123123i123

3

0

R

i12312311322

1

(())(x2(ts),x2(ts),x

1

2(ts);s)(x,x,x;s)dddds(())(x,x,x;s)

(x,x,x;s)dddds

mm

uuuutttFtmtm

p

tmFttttttF

p

Ftttldlmld

-£-+-+++-+-+

+--+-++-

-£++

òò

òò

    

00

0132012

TC,

CT,(;i1,3),

mm

m

lllddm

ì

ï

ï

ï

ï

í

ï

ï

=

ï

ï

=++===

î


или, оценивая в смысле нормы 
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Точно так же получим оценки, касающиеся выражения с частными производными функций 
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Теперь, так как 
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Тогда с учетом (2.35) и 
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А это значит, что выполнение равенства 
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 ведет к тому, что допустимая погрешность оценки будет порядка 
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Точно так же мы получим оценку и относительно  
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Тогда принимая во внимание (2.37), (2.38) и оценивая 
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Утверждение 2. В условиях теоремы 2 и (2.34), (2.39) допустимая погрешность оценки  между решениями систем (2.10), (2.32) в 
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3. Жидкость Средней Вязкости с Условием (A2) 

В задачах Навье-Стокса с большими значениями вязкости, т.е. с небольшим числом Рейнольдса (
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) скорость может быть настолько мала, что во многих исследованиях пренебрегают силами инерции [12], например, в случае течений Хил-Шоу, так же как и в случае течения смазочного масла, где число Рейнольдса 
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. Как только число Рейнольдса становится больше единицы, силы инерции начинают играть существенный роль. Поэтому, во многих задачах ползущего течения существует принципиальная возможность распространения решений на область более высоких чисел Рейнольдса методом последовательных приближений. Для этой цели инерционные члены вычисляются из первого приближения и затем вводятся в уравнения в качестве внешних сил. Но такой путь совершенно не пригоден для теоретического проникновения в область средних по величине чисел Рейнольдса, в которой силы трения и силы инерции имеют величины одинакового порядка во всем течений. Теоретически, уравнения Навье-Стокса такого вида, если не считать работы [8, 9], до сих пор не исследованы в полном объеме. Поэтому, разработка методов интегрирования уравнений Навье-Стокса, является сутью этого пункта, когда (А2). 

Разработанный метод решения системы (1.1) связан с функциями 
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, где указанные функции преобразуют (1.1) в системы (1.4), (1.5) с условиями (а02) и
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где поток считается со средним размером вязкости.
Теорема 3. Системы (1.4), (1.5) эквивалентно преобразуются к виду
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при выполнении условий (1.2), (1.3)*, (3.1) и (А2). Следовательно, нестационарная задача Навье-Стокса (1.1) – (1.3)* имеет гладкое единственное решение.

   Доказательство. Действительно, из системы (1.4), учитывая условия (1.2), (1.3)*, (3.1) и применяя АПС, т.е. дифференцируя уравнения системы (1.4) соответственно по 
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Так как 
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Тогда решение задачи (1.1) – (1.3)* представимо ​​в виде
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где в отношении функции 
[image: image197.wmf],(1,2,3)
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Здесь частные производные функции 
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[image: image200.wmf]exp

exp

jj

3

j

3

j

t

2

jj

0

ixixi123123

3

3

0

R

t

j

0222

ix123i11223

3

0

R

3123

0

ix12

(xs)

11r

H()(s,s,s,)dsdsdsd

2(t)4(t)

((t))

8

1

H(())(x2(t),x2(t),x

(t)

2(t);)dddd,

H(x,x,x

uqtt

mtmt

mt

p

t

tttqtmttmt

mt

p

tmtttttt

--

=--=

--

-

=--+++-+-+

-

+-

òò

òò

exp

 

3

t

j

222

3123i1122

3

0

R

33123

iii

1

,t)(())(x2(t),x2

(t)

(t),x2(t);)dddd,

sx2(t),(i1,3;j1,3),

t

tttFtmtt

mt

p

mttmtttttt

tmt

ì

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

í

ï

ï

º-+++-+´

ï

-

ï

´-+-

ï

ï

-=-==

ï

î

òò

  (3.7)
где выражение (3.6) – это система нелинейных интегральных уравнений Вольтерра-Абеля второго рода по переменной 
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, которая состоит из трех интегральных уравнений с тремя неизвестными функциями 
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Теория указанных систем – хорошо развитая область математики [13], поэтому нет никакой необходимости изобретать различные алгоритмы для решения системы (3.6). Достаточно показать условия, которые обеспечивают принцип сжатых отображений для разрешимости этой системы, чтобы для решения можно было применить метод Пикара.

Если относительно известных данных имеет место 
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причем операторы 
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 допускают условия сжатия с коэффициентами сжатия 
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  (3.9) и отображают области определения в себя
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то на основании принципа сжимающих отображений система (3.6) разрешима в 
[image: image209.wmf]2,0
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 Следовательно, решение этой системы можем найти на основе метода Пикара 
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Причем, то, что элементы построенных последовательностей принадлежат 
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Значит, последовательности 
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Поэтому, в соответствии с результатами теоремы 3, функции 
[image: image222.wmf],
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     (3.5)*  
где 
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Откуда следует неравенство
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Значит, выражение (3.5)* удовлетворяет уравнению (3.4):   
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Действительно, рассчитав частные производные системы (3.5)*    
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а, затем, подставляя (3.15) в (3.4)*, получим 
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Что и требовалось показать.

На основе (3.3) из полученных результатов следует 
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Поэтому, соответственно результатам теоремы 3, функции 
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 определяются из системы (3.5)* и удовлетворяют уравнению (1.2). Значит, для задачи Навье-Стокса (1.1) – (1.3)*, (A2) существует единственное гладкое решение в области 
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4. Жидкость с Весьма Малыми Значениями Вязкости с Условием (А3)
Теория дифференциальных уравнений в частных производных опирается на различные математические преобразования, которые упрощают исследованные проблемы так, что 
становится возможным найти решение в некоторых пространствах [6, 13-15]. Для случая 
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, соответствующего Re ≥ 2300, покажем, что применяемые нами преобразования приводят уравнения Навье-Стокса к линейному виду. Причем, полученная система имеет строгое аналитическое решение или решение, основанное на методе Пикара.

В последние десятилетия широко применяются методы с использованием интегральных преобразований. Обратное преобразование Фурье играет большую роль при решении краевых задач для уравнения Лапласа, некоторых интегральных уравнений, вычислении интегралов и т.д. Преобразование Лапласа развито для решения дифференциальных уравнений N-го порядка с постоянными коэффициентами и их систем, некоторых дифференциальных уравнений в частных производных, уравнений Вольтерра 1-го и 2-го рода с разностным ядром, интегральных уравнений с логарифмическим ядром и т.д. Однако, помимо частных случаев, эти преобразования не коснулись решения уравнений Навье-Стокса в общем виде. 
Различные формулы интегральных преобразований получены при решении конкретных математических задач [13, 15], что предваряет их применение для решения других проблем, например, для исследования задач математической и теоретической физики, в том числе, уравнений Навье-Стокса. Тогда полученные в приведенных параграфах результаты дают все основания 
полагать, что система Навье-Стокса (1.1) с условиями (1.2), (1.3) и (А3) может иметь гладкое и условно-гладкое единственное решение, причем в аналитической форме. Такое решение отвечает на поставленный Институтом Клея вопрос и дает возможность построить решение задачи Навье-Стокса  (1.1) – (1.3), соответствующее вязкой несжимаемой жидкости. 
4.1. Жидкость с вязкостью
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где 
[image: image245.wmf]i

0

l

<

– известные константы. Тогда компоненты вектора скорости 
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Следовательно, система (1.1) преобразуется к виду  
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где
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новая неизвестная функция, которая на основе (4.2) определяет решение задачи Навье-Стокса. Замена (4.2) эквивалентно преобразует систему (1.1) к линейным неоднородным уравнениям (4.3). Причем, в статье [8] задача (4.1) – (4.3) исследована как в 
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Здесь задача (4.1) – (4.3) исследуется в пространстве 
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                  (4.4)
Поэтому,  подставляя (4.4) в (4.3), имеем
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                     (4.5)

Следовательно, система (4.3) трансформируется в линейные уравнения теплопроводности с 
условием Коши вида (4.5), а, значит, разрешима в классе ограниченных функций с достаточно гладкими начальными данными [13, 14], а потому дает строго единственное решение задачи Навье-Стокса в 
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где 
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H

– известная функция, причем найденное решение (4.6) удовлетворяет уравнению (4.5). 

Вычислив частные производные уравнения (4.6)   
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 (4.7)  
а, затем, подставляя (4.7) в (4.5), имеем 
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т.е. то, что система (4.6) удовлетворяет задачу (4.5), что и требовалось доказать.   

Доказательство ограниченности решений (4.6) проведем в 
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            (4.8)  
Действительно, учитывая (4.8) и оценивая (4.6) в смысле нормы 
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Единственность решения 
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уравнения (4.6) в 
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 очевидна из метода от противного. В самом деле, предполагая 
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 и допуская, что эти решения удовлетворяют уравнению (4.6) с условием (4.2), получим противоречие 
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. Значит, уравнение (4.6) имеет единственное решение. 
Уравнение (4.6) с условием (4.2), (4.8) имеет место, когда гладкость функций требуется только по 
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 так как производная первого порядка во времени определяется для всех  
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. Поэтому на основе преобразования (4.2) получаем решение системы (1.1), которое удовлетворяет условию (1.2), т.е.  
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 (4.9)
 Для системы (4.9) в смысле нормы 
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Теорема 4. Задача (1.1), (1.2), (4.1) с условиями (4.2), (4.8) и (4.10) имеет единственное решение в 
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, которое определяется по правилу (4.9).
4.2. Жидкость с малой вязкостью, когда 
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I. Цель пункта заключается в модификации метода (4.2), которая позволит получить аналитическое решение задачи Навье-Стокса с вязкостью в 
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Если компоненты начальной скорости и функции 
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то применимы преобразования вида  

[image: image285.wmf][]

  

div   

jj

jjjjj

ii0123123123

3

t0123

33

jxj0x

j1j1

33333

jixi0j0xi0jxij0xijx

j1j1j1j1j1

(x,x,x)Z(x,x,x,t),(x,x,x,t)T,(i1,3),

Z0,(x,x,x)R,

0:Z0;0,

ZZZZ0.

ulJ

nllJ

uulJlJlJlllJll

=

==

=====

ì

=+"Î=

ï

="Î

ï

ï

ï

===

í

=+++=

î

åå

ååååå

ï

ï

ï

ï

                  (4.12)

Тогда система (1.1) эквивалентно трансформируется к виду
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Применяя разработанный выше алгоритм АПС к системе (4.13) с условиями (4.11) и (4.12), имеем относительно давления следующее уравнение 
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             (4.14)
Значит, система (4.13) преобразуется к виду  
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           (4.13)*

Тогда решение задачи (4.13)* представимо в виде
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где 
[image: image290.wmf]H

– известная функция, а потому решение (4.15) удовлетворяет задачу (4.13)*. 
Действительно, определив частные производные уравнения (4.15)   
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 (4.16)  
а, затем, подставив (4.16) в (4.13)*, получим 
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Таким образом, получено то, что и требовалось показать.  
Из полученного результата следует, что функции 
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определяются преобразованиями (4.12), т.е.
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Поэтому, учитывая частные производные первого порядка системы (4.17) и подводя итог с принятием во внимание (1.2) и (4.12), имеем 
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значит, система (4.17) удовлетворяет условию (1.2).
   II. Так как 
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   Очевидно, если
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             (4.18)

то на основании (4.15) получим неравенство
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В классе функций 
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, таким образом, оценка (4.17) дает необходимый результат 
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Лемма 2. Уравнение (4.15) с условиями (1.2), (4.11), (4.12) и (4.18) имеет единственное решение в 
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   Теорема 4*. При выполнении условий леммы 2 задача (1.1), (1.2), (4.11) разрешима в 
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 и решение определяется правилом (4.17). 
Итогом исследований данного пункта являются результаты теоремы 4*, где решение системы (1.1) рассматривается как строгое решение задачи (1.1) – (1.3) в 
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 Очевидно, малые изменения 
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 незначительно влияют на решение (4.17), значит, решение непрерывно зависит от этих данных. Поэтому вопрос о корректной постановке задачи (1.1) – (1.3) решается, исходя из результатов теоремы 4*.

Замечание 2. Результаты пункта 4.2 с учетом преобразования (4.12) могут быть использованы в отношении уравнений Навье-Стокса (1.1)   
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Действительно, применяя преобразование (4.12), т.е.  
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                (5)
из (1) получим уравнение (4.13), а именно
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Откуда следует уравнение (4.14) в виде
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Поскольку уравнение (7) является уравнением Пуассона, то для сравнения рассмотрим краевую задачу следующего вида 
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Тогда из уравнения (7) получаем выражение для неизвестного давления 
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Теперь, учитывая (6) и (9), имеем
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где
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Полученного результата достаточно, чтобы, не вдаваясь в полное исследование задачи (10), (11), которое дано в [13, с. 349-351], ограничится тем, что обобщенное решение принимается, как решение в обычном смысле при достаточной гладкости 
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[13, стр.311-318, XXII]. Поэтому подобные выводы справедливы в отношении задачи (1) – (4), что и требовалось доказать.

   Замечание 3. В пункте 2.2 приведено неравенство Билла-Като-Мажда. Поэтому, здесь укажем связь критерий регулярности Билла-Като-Мажда с результатами теоремы 4*, так как результаты этой теоремы приводят к глобальным классическим решениям уравнений Навье-Стокса (1.1) ​​ в классе 
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 с точки зрения исходных данных, удовлетворяющих (4.17). Следовательно, при выполнении условий теоремы 4*, а также 
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имеет место
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Как следствие, получим, аналогично формуле (2.24), оценку
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     (4.20)                    
Значит, выведенная нами оценка является оценкой типа Билла-Като-Мажда [5]. 
4.3. Модифицированный вариант метода (4.12) с условиями
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   Новизна модификации метода (4.12) по пункту 4.3 в том, что компоненты скорости определяются более произвольно, чем в правилах (4.2) или (4.12), когда 
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, а точнее с помощью регулирующих функций 
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, причем, не теряя физическую значимость, а в этом выражается актуальность исследования при условиях
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Предлагаемые методы интегральных преобразований вводятся так, чтобы преобразовать нелинейную задачу Навье-Стокса в линейную задачу теплопроводности. Разрешимость задач доказана на основе разработанных методов, так как они сводят начальные задачи к интегральным уравнениям Вольтерра-Абеля, где есть возможность найти аналитическое решение с учетом теории интегральных уравнений второго рода [13].     
Для несжимаемых течений с трением, когда  
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              (4.21)            
функции 
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[image: image338.wmf][]

  

ii0123123i123123

3

t0123

(x,x,x)Z(x,x,x,t)(x,x,x,t),(x,x,x,t)T,(i

1,3),

Z0,(x,x,x)R,

ulJW

=

ì

=++"Î=

ï

í

="Î

ï

î

         (4.22) 
где 
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 известные константы. От введенных функций 
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Причем, функции 
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 регулярны, относительно параметра вязкости в 
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 но поскольку вязкость 
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 выступает в роли малого параметра, то   
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Кроме того, если предположить соблюдение (4.21), (4.22) и   
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         (4.23)
то уравнения Навье-Стокса (1.1) на основе (4.22) преобразуется к виду  
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Системы (1.1) и (4.24) эквивалентны. Тогда новая система уравнений будет неоднородной линейной системой переноса вихрей [12]. Здесь инерционные члены в уравнениях (1.1) линеаризуются с помощью регулирующих функций 
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, которые были впервые введены в работе [8] и в методе (4.22).  
Из системы (4.24) с учетом условий (4.21) – (4.23), применяя АПС, получаем уравнение  
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       (4.25)
так как соблюдены условия 
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Существуют различные методы [12], которые дают связь скорости и давления в виде закона распределения давления, например, соотношение типа Бернулли. В данном пункте получен закон распределения давления в виде (4.25), но впервые такого рода результаты получены в работе [8]. Поэтому на основе закона (4.25) эквивалентно преобразуем систему (4.24) к виду  
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Тогда задача (4.26) трансформируется в систему интегральных уравнений, вполне регулярную относительно параметра вязкости 
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, и имеет следующий вид       
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  (4.27)
Полученная система (4.27) состоит из четырех интегральных уравнений Вольтерра и Вольтерра-Абеля 2-го рода по переменной 
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 и содержит четыре неизвестные функции. Значит, для разрешимости системы (4.27) достаточно показать, каким образом обеспечивается принцип сжимающих отображений и становится возможным использовать метод Пикара для решения этой системы. 
   Итак, пусть имеет место 
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причем операторы 
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Тогда система (4.27) разрешима на основе принципа сжимающих отображений, а решение этой системы можно найти на основе метода Пикара 
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Исходя из чего, учитывая выводы метода последовательных приближений, находим, что построенные последовательности функции по правилу (4.31): 
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, причем, элементы построенных последовательностей принадлежат 
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Значит, последовательности 
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Тогда на основании (4.22) получим 
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             (4.34)
Отсюда следует, что последовательность функций 
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   Теорема 5*. Задача Навье-Стокса при условиях (1.2), (1.3), (4.21), (4.22), (4.28) – (4.30) и (4.35) разрешима в 
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4.4. Модификация метода (4.2), когда 
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Рассмотрим разновидность основного метода (4.2) по пункту 4.1, когда начальные компоненты скорости и функции 
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Тогда функции 
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   Теперь, используя формулы (4.36), (4.37) и  
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из уравнений Навье-Стокса (1.1) получим эквивалентную систему
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Далее, из системы (4.39) с учетом условий (4.36) – (4.38), применяя алгоритм АПС, имеем уравнение  
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                  (4.40)
так как при математических преобразованиях системы (4.39) соблюдаются условия
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Следовательно, система (4.39) на основе (4.40) эквивалентно преобразуется к виду 
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Но, теперь, из (4.41) следует 
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В таком виде система (4.42) содержит неизвестные функции 
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и состоит из четырех интегральных уравнений Вольтерра-Абеля второго рода по переменной 
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  Итак, пусть относительно известных данных предполагаются выполненными условия  
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Тогда на основании (4.31) – (4.33) существует единственное решение системы (4.42), которое определяется по методу Пикара. Значит, относительно последовательности функций 
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Из полученных результатов следует, что задача Навье-Стокса (1.1) – (1.3) в случае (4.36), (4.37) и (4.45) с достаточно гладкими начальными данными имеет условно-гладкое единственное решение в 
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 Поэтому результаты формулируются следующей теоремой.  

Теорема 5. Задача Навье-Стокса при условиях (1.2), (1.3), (4.36), (4.37) и (4.45) имеет условно-гладкое единственное решение в 
[image: image402.wmf]1

n30

G(D)

=

.   
Замечание 5. Алгоритм (4.37) применим, как в случае равенства, так и неравенства, т.е. когда 
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то на основе (4.39) – (4.41) имеем 
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т.е. получили выражение (4.42) следующего вида
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Поскольку справедливо (4.44), то решение системы (4.42)* можем найти по методу Пикара, при этом на основании (4.31) – (4.33) имеем сходимость по формуле (4.45). Значит, как и с аналогичными результатами теоремы 5, задача Навье-Стокса при условиях (1.2), (1.3), (4.45), (4.46) имеет единственное решение в 
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5. Жидкость с Вязкостью  
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Рассмотрим вязкую жидкость с небольшим числом Рейнольдса, где все инерционные члены содержатся в уравнениях Навье-Стокса для несжимаемой жидкости с вязкостью [12]. Выше отмечено, что уравнения Навье-Стокса такого вида, если не считать работы [8, 9], не исследованы в полном объеме. Технические приложения теории жидкости ограничены при очень больших значениях вязкости, если не поднимать вопросы теории смазки и падение маленьких шариков в густом масле [12]. Однако теоретические исследования в этом направлении важны для науки и практики. Это вызывает к разработке методов интегрирования уравнений Навье-Стокса со средним размером вязкости при наличии всех членов уравнения, поэтому в данном параграфе разработаны методы решения таких задач в пространстве 
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 и класс подходящих решений, построенных на основе леммы K. Фридрихса [15] в 
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Для этого модифицируются основные методы параграфа 4: (4.2) и (4.12) на основе регулирующих функций 
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, причем задача (1.1) – (1.3) не допускает ограничений (А1) и (А2), в чем и заключается актуальность исследований этого параграфа. 
 5.1. Жидкость со средней вязкостью с условием 
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                        (5.1)
то для определения компонент скоростей введем следующее правило   
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причем
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Тогда, принимая во внимание (5.2) и (5.3), получим
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Значит, на основании (5.4) имеем
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так как имеет место 

[image: image419.wmf][]  div       

iii

jjiijji

3333

ixxxi

iii

i1i1i1i1

33333333

jixixjxjixxixjx

ij

i1j1i1j1j1i1i1j1

3

i

i1

111

V0;0;UU;(P)P;(V)0,

tx2xx

(VK)(VK)K(V)(VK),

xx

(

x

ljDDmlD

rr

llll

l

====

========

=

¶¶¶¶

==º-º-=

¶¶¶¶

¶¶

º+=

¶¶

¶

¶

åååå

åååååååå

å

   

jijijij

ijij

3333333

ixjxjixjixxxjix

j1i1j1j1i1i1j1

3333

jixxjixx

j

j1i1j1i1

VK)V(K)V(K)V(K),

K(V)0;V(K)0.

x

lll

ll

=======

====

ì

ï

ï

ï

ï

ï

ï

í

ï

º+=

ï

ï

ï

¶

ï

==

¶

ï

î

ååååååå

åååå


Тогда систему (5.4) можно эквивалентно преобразовать к виду
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т.е. заменить одним уравнением с одной неизвестной 
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где
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Уравнения (5.7) содержат неизвестные функции 
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преобразуем выражение (5.7) в систему 
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которая (5.9) состоит из четырех интегральных уравнений 2-го рода по переменной 
[image: image430.wmf]t

 с четырьмя неизвестными функциями. 
Для доказательства однозначной совместимости этой системы положим, что 
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Тогда решение (5.9) существует и единственно и его можно найти по методу Пикара 
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Поэтому на основе математических выводов метода Пикара последовательности функций  
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Тогда на основе правила (5.2), получим
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а это означает, что последовательности 
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Теорема 6. Задача Навье-Стокса при условиях (1.2), (1.3), (5.1) и (5.15) имеет единственное непрерывное решение в 
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II. Алгоритм (5.2) также справедлив в случае, если
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На основе (5.16) и (5.2) получим (5.4). Следовательно, 
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а поэтому имеет место 
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где выражение (5.17), как видно, отличается от (5.5), так как 
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Тогда с учетом (5.18), (5.7) и (5.8), получаем систему (5.9)
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Относительно трансформированной системы (5.19), требуя выполнения условий (5.10), (5.11), (5.13), как следствие (5.14), получим  
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Значит, получен результат, аналогичный результату теоремы 6, что и требовалось доказать.
   5.2. Модификация метода (5.2), когда 
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   Поэтому, как и ранее, компоненты скоростей определяем по правилу   
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причем
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Следовательно, на основании (5.21) – (5.23) система (1.1) преобразуется к виду 
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Поэтому, принимая во внимание результаты предыдущего пункта, а именно (5.5) – (5.9), а 
также то, что вместо 
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где
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   Теперь, пусть известные функции, входящие в систему (5.25), удовлетворяют условиям 
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Тогда решение этой системы можем найти на основе метода Пикара
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Отсюда следует, что с учетом результатов (5.13) – (5.15) получим, что последовательности функций 
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Теорема 6*. Если выполнены условия (1.2), (1.3), (5.21) – (5.23) и (5.30), то задача Навье-Стокса разрешима в 
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Если же 
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то, очевидно, задача Навье-Стокса разрешима в 
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Отметим, так как уравнения системы (
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Тогда и в этом случае справедливы все результаты теоремы 4*, поэтому докажем, что при соблюдении условия (3)* система (5.25) имеет единственное решение в 
[image: image485.wmf]3,1

C(T).

%

   

Для случая (3)* разделим интервал 
[image: image486.wmf][]

0

0,T

 на две части: 
[image: image487.wmf][]  [].

000

11

0,T,T,T

22

 Как видно, шаг 
[image: image488.wmf]0

1

hT.

2

=

 В итоге получили пару систем в областях 
[image: image489.wmf][]

3

10

1

TR0,T

2

=´

 и 
[image: image490.wmf][]

3

200

1

TRT,T,

2

=´

 т.е.

[image: image491.wmf][]

[]

10,111,(1)2,(1)3,(1)1231

i,(1)i,111,(1)2,(1)3,(1)1231

ZZ,W,W,W,(x,x,x,t)T,

WZ,W,W,W,(x,x,x,t)T,(i1,3).

G

G

="Î

ì

ï

í

="Î=

ï

î

                            (4)*
Тогда операторы 
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В этой связи, здесь исследуем задачу 
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где 
[image: image509.wmf]i

0

l

<-

 известные константы и   
    
[image: image510.wmf]      const

33

00i0i0000

0n,(;C(R);n,).

mmulJJm

<£=<¥ºÎ=

                     (5.34)

Чтобы достичь поставленной цели, будем считать, что существуют функции 
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Тогда применим метод  
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для которого соблюдаются условия    
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С помощью преобразования (5.36) при выполнении условий (5.32) – (5.35) и (5.37), так как все инерционные члены линеаризуется на основе функций 
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Из системы (5.38) с учетом условий (5.31) – (5.33), применяя алгоритм АПС, получим уравнение:   
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так как имеет место 
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Тогда на основании (5.39) система (5.38) эквивалентно преобразуется к виду
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для которого имеем
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Чтобы доопределить (5.41), вычислим частные производные по 
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и на основе математических преобразований выведем систему интегральных уравнений  
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Таким образом, для решения задачи (5.40) получили систему (5.42) из четырех интегральных уравнений с четырьмя неизвестными функциями.  
Пусть для известных функций 
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Тогда относительно операторов 
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 выполняется принцип сжимающих отображений. Поэтому, система (5.42) разрешима, решение которой строим на основе метода Пикара, а именно 
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Учитывая выводы метода Пикара, имеем 
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Значит, на основании результатов (5.13) – (5.15) получим, что последовательности функций 
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сходятся к пределу 
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    Очевидно, малые изменения 
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(5.36), значит, решение непрерывно зависит от этих данных. Поэтому корректная постановка задачи (5.31) – (5.33) в 
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Отметим, что если же 
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то, очевидно, задача Навье-Стокса (5.31) – (5.33) разрешима в 
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 6. Модификация Метода (4.12) на Основе Интегралов Типа Пуассона
В предыдущих параграфах исследованы различные варианты метода (4.12) для задачи Навье-Стокса в пространствах 
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 выражаются в конкретной форме. В нашем случае для решения 3D уравнений требуется ввести преобразования с помощью интегралов типа Пуассона, что позволит получить соотношение распределения давления, которое даст связь между давлением и скоростью в новой форме, а также позволит выразить скорость в интегральной форме.

В этой связи, в данном пункте рассматривается метод комплексного преобразования на основе интегралов Пуассона, когда 
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. Поэтому на основе разработанного метода система Навье-Стокса (1.1) с условиями (1.2) и (1.3) может иметь гладкое единственное решение в 
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   6.1. Жидкость с очень малой вязкостью 
[image: image545.wmf]01

m

<<

, когда 
[image: image546.wmf]div

f0

=


    I. Для несжимаемых течений с трением, если  
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то функции 
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От введенных функций 
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где 
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              (6.3)
Тогда уравнения Навье-Стокса (1.1) для несжимаемых течений с трением трансформируются с помощью (6.1) – (6.3) и принимают следующий вид
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Из системы (6.4), учитывая условия (6.1) – (6.3) и применяя АПС, получаем 
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так как выполняются условия

[image: image557.wmf]{}

  

jjjjij

ijjiij

jijij

333333

j0ixji0xxjixijx0x

i1j1j1j1i1j1

i

333333

0xjixjixxjxxi

i1j1i1j1i1j1

333

jxxj0xxjx

j1j1j1

(Z)(Z)()

x

()()Z(Z),

()0;()0,(Z)

lJWWlJWWlWJ

JlWlWWl

WlJl

======

======

===

¶

++++=+

¶

+++

==

åååååå

åååååå

ååå

  

[]    

i

ii

x

333

ixxi

i1i1i1

ii

0,(i1,3),

11

Z0;(P)P;(Z)0.

txx

lDmlD

rr

===

ì

ï

ï

ï

ï

ï

í

ï

==

ï

ï

¶¶¶

ï

=-º-=

ï

¶¶¶

î

ååå


Поэтому, на основе выражения (6.5) система (6.4) эквивалентно преобразуется к виду
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Значит, задача (6.6) сводится к системе интегральных уравнений, вполне регулярных относительно параметра вязкости 
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Пусть известные функции 
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причем операторы 
[image: image564.wmf]i

,(i0,1,2,3)

Y

=

 допускают условия принципа сжимающих отображений:
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Тогда система (6.7) однозначно разрешима, а решение этой системы можем найти на основе метода Пикара 
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при этом имеет место 
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Поэтому на основании (6.2) и
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получим
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Это значит, что последовательность 
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А потому задача Навье-Стокса при условиях (1.2), (6.1), (6.2), (6.8), (6.9) и (6.14) имеет гладкое единственное решение вида (6.2) в 
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 Метод аналитического решения уравнений Навье-Стокса, который дает интегрируемость этих уравнений, применяется в случае 
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На основании чего, вводим формулу для определения компонент скоростей:   
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причем
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Следовательно, с помощью (6.15) – (6.17) система Навье-Стокса (1.1) сводится к виду
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Поэтому из системы (6.18) с учетом (6.5) – (6.7), где вместо 
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в которых
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   Если имеет место 
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а операторы 
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то относительно этих операторов выполняются условия сжимающих отображений. Это означает, что система (6.19) однозначно разрешима, а решение данной системы определяется по методу Пикара (6.10). Тогда с учетом результатов (6.11) – (6.14) получим, что последовательности функций 
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Как следствие пунктов 6.1 и 6.2, получим следующие утверждения.
Теорема 7. Нестационарная задача Навье-Стокса (1.1) – (1.3) разрешима в 
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7. Жидкость с Вязкостью, Когда 
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   В этом параграфе покажем, что определенные математические преобразования эквивалентно трансформируют уравнения Навье-Стокса в линейные уравнения в случае 
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   Предложенные в параграфе 4 методы интегральных преобразований были основаны на интегралах вольтерровского типа по переменной 
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При условиях (1.2)n и (1.3)n система Навье-Стокса (1.1)n может иметь или аналитическое гладкое и единственное решение в 
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   7.1. Жидкость с вязкостью 
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где 
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Тогда замена (7.2) эквивалентно превратит уравнения (1.1)n в систему линейных неоднородных уравнений вида 
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где 
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 новая неизвестная функция, которая определяет решение задачи Навье-Стокса на основе формулы (7.2). Чтобы решить систему (7.3), в первую очередь, найдем давление 
[image: image619.wmf]P

. 
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Следовательно, получили 

[image: image621.wmf]   

    

 

i

12n

t012n12n

n

0x12n

i1

111111

11x22xnnx0

V(x,x,...,x,t)V,(x,x,...,x,t)T,

0,(x,x,...,x,t)T,

()(fP)()(fP)...()(fP),

FmD

F

lrlrlrF

=

------

ì

=+"Î

ï

ï

="Î

í

ï

ï

-=-==-º

î

å

                 (7.5)

а это означает, что система (7.3) преобразована в линейное уравнение теплопроводности с условием Коши вида (7.5), которая разрешима в классе функций с достаточно гладкими начальными данными, 
а потому существует условно-гладкое и единственное решение задачи Навье-Стокса в 
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где 
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 – известная функция. Для доказательства ограниченности решения (7.5) в 
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(7.7)      
Теперь, оценивая (7.6) при соблюдении условия (7.7) в 
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Единственность (7.6) в 
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 очевидна на основе метода от противного. Результаты (7.6) с 
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 Наконец, с учетом нормы пространства 
[image: image633.wmf]1

n0

G(D)

 получим оценку решения (7.9): 
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Следовательно, полученные результаты формулируются следующей теоремой.  

Теорема 8. Задача (1.1)n, (1.2)n, (7.1) при условиях (1.2)n, (7.1), (7.7) и (7.10) имеет единственное решение в 
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если имеет место
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  Для этого достаточно показать, что функция 
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 является элементом пространства 
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Пусть решение системы (7.5) представлено в виде (7.6) с условиями (7.7), (7.13). Тогда, проведя оценки (7.6) в 
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Значит, на основании (7.12), оценивая (7.2) в смысле нормы пространства 
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а это означает, что задача (1.1)n – (1.3)n при условиях (1.2)n, (1.3)n, (7.1), (7.7) и (7.11) имеет строгое и условно-гладкое решение в 
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    7.2. Жидкость с вязкостью 
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Поскольку имеем 
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то применим преобразование  
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где 
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– известные константы. Тогда система (1.1)n трансформируется к виду
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Из системы (7.15), учитывая условия (7.13), (7.14) и применяя АПС, получим уравнение (7.4).
Таким образом, на основе (7.4) вместо уравнения (7.15) имеем линейное неоднородное дифференциальное уравнение с условием Коши 
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Тогда решение задачи (7.16) представимо в виде
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где H – известная функция. Найденное решение (7.17) удовлетворяет уравнению (7.16). 
Действительно, рассчитав частные производные системы (7.17)     
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а, затем, подставляя (7.18) в (7.16), имеем  
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Таким образом, получено то, что и требовалось доказать.  

Из полученных результатов следует, что функции 
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 определяются на основе (7.14), а именно
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Кроме того, учитывая частные производные систем первого порядка (7.19), принимая во внимание (1.2)n и (7.14), а, затем, подводя итог, получим, что система (7.19) удовлетворяет условию (1.2)n:
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   II. Так как 
[image: image664.wmf] 

3n

i0i00

,(C(R))

ulJJ

ºÎ

, то решение задачи (1.1)n – (1.3)n ограничено в 
[image: image665.wmf]3,1

n*

C(T)

%

: 


[image: image666.wmf]{}   []

[]       

3,1

n**

*

3,1

**

*

n

k3,13,3,...,3,13,3,...,3,1

iitn*n*n*

C(T)C(T)

C(T)

i10k3

k

ii00t

C(T)C(T)

C(T)

0k3

D,C(T)C(T)C(T),

Z;0,(i1,n),ZDZZ.

nuu

ulJDJ

=££

££

ì

=+º¹

ï

ï

í

ï

º+===+

ï

î

åå

å

%

%

%%

      
Действительно, если
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то на основе (7.17) получим
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Наконец, оценивая (7.19) в смысле нормы пространства 
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Лемма 3. При условиях (1.2)n, (7.13), (7.14) и (7.20) уравнение (7.17) имеет единственное решение в 
[image: image671.wmf]3,1
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. 
   Теорема 8*. Задача (1.1)n, (1.2)n, (7.13) при выполнении условий леммы 3 разрешима в 
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 Итогом исследований настоящего пункта являются результаты теоремы 8*, на основании которых решение системы (1.1)n является строго аналитическим и единственным решением задачи (1.1)n – (1.3)n  в 
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7.3. Жидкость с вязкостью, когда 
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Задача (1.1)n – (1.3)n с условием (7.21) принимает следующий вид
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Для полученной задачи рассмотрим метод интегрирования уравнений Навье-Стокса (7.22) с условиями (7.23), (7.24) в 
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.  
На основании ранее приведенных результатов будем считать, что существуют функции 
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Тогда получаем преобразование в виде  
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причем имеют место следующие условия  

[image: image684.wmf]   

 

  []

jjjjj

jjjj

n

it

i1

i

nnnn

jixj0ixji0xxjix

j1j1j1j1

nn

j0i0xxi0j0xx

j1j1

itititii0ii

I0,

x

(Z)II(Z)II,

(Z)(Z)(Z)(Z)0,

ZI;(Z)IZ,(i1,n).

d

dddd

dd

uulJlJ

lJlJlJlJ

ulmDumlDJDDmlD

=

====

==

¶

ì

=

ï

¶

ï

ï

º++++

ï

í

++=++=

º+º++==

å

åååå

åå

ï

ï

ï

ï

î

                      (7.27)                      
Поэтому на основе (7.26), задача (7.22) – (7.24) сводится к виду
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т.е. система Навье-Стокса (7.22) для несжимаемых течений с трением трансформируется в линейную систему (7.28).  

Далее, из системы (7.28), учитывая условия (7.22)-(7.24) и применяя АПС, получим уравнение   
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    (7.29)
так как имеет место  
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Поэтому на основании (7.29), система (7.28) эквивалентно преобразуется к виду
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Таким образом, задача (7.30) сведена к следующей системе интегральных уравнений  
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значит, для решения задачи (7.30) получена система (7.31) из «
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» интегральных уравнений с «
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» неизвестными.  

Для доказательства разрешимости системы (7.31) положим, что относительно известных 
функций 
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где операторы 
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Тогда на основе принципа сжимающих отображений система (7.31) однозначно разрешима и для построения решения применим метод Пикара 
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Значит, с учетом всех выводов метода Пикара имеем последовательности функций 
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Следовательно,
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Поэтому на основании (7.26) получим оценку
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Это означает, что последовательности 
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 Теорема 9. Если выполняются условия (7.23), (7.24), (7.25), (7.32), (7.33) и (7.37), то задача Навье-Стокса корректна в 
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    Доказательство. Действительно, при указанных условиях задача Навье-Стокса эквивалентно трансформируется в систему из «
[image: image706.wmf]n1
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» интегральных уравнений с «
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» неизвестными функциями, а, тем самым, для этой системы реализуются все условия принципа сжатых отображений. Тогда система (7.31) корректно поставлена в 
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, то есть на основе (7.35) существует гладкая и единственная функция 
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. Поэтому с учетом (7.26) при условиях (7.23), (7.24), (7.25), (7.32), (7.33) и (7.37) получим 
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    Очевидно, что малые изменения 
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 незначительно влияют на решение (7.26), то есть решение непрерывно зависит от этих данных. Поэтому, вопрос о корректности задачи (7.22) – (7.24) разрешается на основе результатов теоремы 9 в 
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, что и требовалось доказать. ■
8. Заключение  
Суть данной работы заключается в том, что разработанные аналитические методы решения без привлечения дополнительных условий эквивалентно преобразуют задачу Навье-Стокса (1.1) – (1.3) в неоднородные линейные уравнения типа теплопроводности с условием Коши, которые, как известно, разрешимы в классе функций с достаточно гладкими начальными условиями в момент времени 
[image: image714.wmf]t0.
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 Поэтому преобразованные задачи сохраняют математические и физические закономерности постановки исходной задачи и значения переменных, отвечающих требованиям Математического Института Клея.  

В работе [8] исследована задача Навье-Стокса с вязкостью в неограниченной области, а именно тот вариант, который предпочтительнее по сравнению с другими вариантами проблемы тысячелетия. Задача, трансформированная с помощью математических преобразований: 

а) имеет строгое гладкое аналитическое решение, или

б) имеет аналитическое решение, основанное на методе Пикара.

В настоящем исследовании результаты работы [8] развиты для 3D и nD уравнений Навье-Стокса вязкой несжимаемой жидкости. В параграфе 4 полученные результаты иллюстрируются примером в ограниченной области.  
Решение шестой проблемы тысячелетия связано с критерием регулярности Билла-Като-Мажда [2, 5]. Впервые этот критерий выведен для 3D уравнений Эйлера в статье [2], но в данной работе получено доказательство для 3D уравнений Навье-Стокса. Тем самым, рассматриваемый критерий обобщен для вязкой несжимаемой жидкости в 
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, где, относительно параметра вязкости, условие регулярности интегралов выражается в терминах времени интегрируемости. Когда аналитическое решение 3D уравнений Навье-Стокса удовлетворяет условия критерия Билла-Като-Мажда, то автоматически доказываются условия критерия и для 3D уравнений 
Эйлера, так как значение вязкости 
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 отвечает уравнению идеальной жидкости. 
Таким образом, полученные в настоящей работе результаты отражают все требования шестой проблемы тысячелетия [1], а именно, задача Навье-Стокса (1.1) – (1.3), во-первых, имеет гладкое единственное решение в 
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, во-вторых, – условно-гладкое единственное решение в 
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